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2Resumen:
En esta memoria se analiza el modelo de cuerdas p-a´dicas a temperatura finita desde un punto de vista
cosmolo´gico. En particular, se estudia la evolucio´n de sus propiedades termodina´micas en un universo en
expansio´n. La dependencia de la temperatura del fluido p-a´dico con el factor de escala del universo y su
contenido de energ´ıa es fundamental para la comprensio´n del fluido p-a´dico como el origen de la inflacio´n
en el universo ma´s temprano o como energ´ıa oscura en la evolucio´n cosmolo´gica tard´ıa. Se presta especial
atencio´n a la realizacio´n particular de esta posibilidad y a su efecto sobre la observacio´n de supernovas.
Sum:
In this work the p-adic strings model at finite temperature is analyzed from a cosmological point of
view. In particular, the evolution of its thermodynamical properties is studied in an expanding universe.
The dependence of the p-adic fluid temperature with the cosmological scale factor and its energy content
is fundamental to understand the p-adic fluid as the origin of inflation at the early universe or as dark
energy during the late cosmological evolution. Special attention is paid to the particular realization of this
possibility and its effect on supernovae observations.
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3I. INTRODUCCIO´N
Este trabajo esta´ relacionado con la teor´ıa a tempera-
tura finita de modelos de cuerdas p-a´dicas, centra´ndose
principalmente en la interpretacio´n de las propiedades
termodina´micas de la teor´ıa como contribuciones de mo-
dos te´rmicos esta´ndar con energ´ıas proporcionales a la
temperatura y modos inversos con energ´ıas proporciona-
les al inverso de la temperatura [1], lo que nos conduce
a una dualidad te´rmica en el orden dominante ana´loga
a la bien conocida dualidad de las teor´ıas de cuerdas [2–
4]. El modelo de cuerdas p-a´dicas recupera adema´s los
mismos l´ımites asinto´ticos a altas y bajas temperaturas
que otros ca´lculos obtenidos con modelos puramente de
cuerdas [2, 5]. En este texto se detalla tambie´n el ca´lculo
a segundo orden para el estudio de la termodina´mica de
los modelos p-a´dicos dados por la accio´n propuesta en la
bibliograf´ıa [6, 7]:
S =
mDs
g2p
∫
dDx
(
−1
2
φp
− 
2m2s φ+
1
p+ 1
φp+1
)
, (1)
donde aparece un te´rmino potencial esta´ndar,
1
p+1φ
p+1, y uno cine´tico no local, − 12φp
− 
2m2s φ. φ(x) re-
presenta el taquio´n de cuerda abierta, ms es la escala de
tensio´n de la cuerda y gp es la constante de acoplamiento
p-a´dico definida en te´rminos de la constante de acopla-
miento de la cuerda abierta g0 como g
2
p =
g20(p−1)
p2 . Se ha
elegido trabajar con D = 4 (tres dimensiones espaciales
ma´s el tiempo) y p = 3, pero la mayor´ıa de las te´cnicas
utilizadas se pueden generalizar para otros valores ente-
ros positivos de p y un nu´mero arbitrario de dimensiones,
D [8].
La accio´n S describe una teor´ıa no local para el cam-
po del taquio´n que se puede entender como un modelo
simplificado de la teor´ıa de cuerdas completa, propor-
cionando interesantes propiedasdes cosmolo´gicas, como
inflacio´n sin slow-roll [9] o escenarios te´rmicos para la
formacio´n de estructuras a gran escala [10], as´ı como ob-
teniendo soluciones no singulares para cosmolog´ıas c´ıcli-
cas o de rebote[11].
El estudio de la teor´ıa a temperatura finita puede rea-
lizarse mediante el me´todo esta´ndar, que consiste en la
compactificacio´n del tiempo imaginario, tal y como se
muestra en la accio´n reescalada:
ST =
∫ β
0
dτ
∫
d3x
(
−1
2
φe−
∂2τ+∇2
M2 φ− λφ4
)
, (2)
donde β = 1/T . La teor´ıa libre no aporta ninguna
contribucio´n a la funcio´n de particio´n, lnZ1 = 0, lo cual
es consistente dado que las cuerdas p-a´dicas no tienen
excitaciones perturbativas, [1], ve´ase la Fig. (1).
Para encontrar una contribucio´n es preciso recurrir al
siguiente orden, que contribuye con un factor combina-
torio 3 y un factor −λ asociado al ve´rtice, Fig. (2).
La funcio´n de particio´n a segundo orden viene dada
por
lnZ2 = 3(−λ)βV
[
T
∑
n
∫
d3p
(2pi)3
e−
p2+ωn
M2
]2
. (3)
Debido a la naturaleza exponencial del propagador [1]
en la Ec. (3), los diagramas de loops convergen, as´ı que
la Ec. (3) se convierte en:
lnZ2 =
−λ3VM6T
26pi3
ς2
(
2piT
M
)
, (4)
donde la funcio´n ς
(
2piT
M
)
se puede escribir en te´rminos
de la funcio´n theta de Jacobi:
ς
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2piT
M
)
=
∞∑
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e−n
2 4pi2T2
M2 =
=
M
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piT
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2 M2
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M
2
√
piT
ς
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M
2T
)
=
=
M
2
√
piT
ϑ
(
0; e−(
M
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2)
= ϑ
(
0; e−(
2piT
M )
2)
,
(5)
donde se muestra expl´ıcitamente la contribucio´n del
n-e´simo modo te´rmico.
Los modos ma´s altos se ven fuertemente suprimidos a
temperaturas altas. A temperaturas bajas la funcio´n de
particio´n se puede interpretar como la contribucio´n de un
conjunto de modos que no son proporcionales a T sino a
1
T .
Puesto que ς
(
2piT
M
)
se puede expresar como una serie
de funciones exponenciales, se pueden hacer excelentes
aproximaciones para los l´ımites de altas y bajas tempe-
raturas:
{
lnZ2
T<<M−→ −ΛVT
lnZ2
T>>M−→ − 4piΛTVM2
(6)
con Λ = 3λT 82 una constante cosmolo´gica. Este resul-
tado coincide con el comportamiento asinto´tico sugerido
en la bibliograf´ıa [2, 5].
A lo largo de este trabajo se estudiara´n los l´ımites
asinto´ticos de la presio´n, densidad de energ´ıa y densi-
dad de entrop´ıa del fluido p-a´dico, y se determinara´ su
ecuacio´n de estado. Desde un punto de vista cosmolo´gico,
se estudiara´ la temperatura de dicho fluido en funcio´n del
Figura 1: El diagrama de un loop no contribuye a la funcio´n
de particio´n.
4factor de escala, y se probara´ que su efecto sobre el uni-
verso es ana´logo al que tendr´ıa una constante cosmolo´gi-
ca. Por u´ltimo se ajustara´ el valor de varios para´metros
cosmolo´gicos (la densidad de materia, ΩM , frente al con-
tenido total de energ´ıa del universo, y la escala de tensio´n
de la cuerda, M) a partir de datos de distancias a super-
novas de tipo Ia extra´ıdos de dos cata´logos, gold y union.
II. DESARROLLO MATEMA´TICO
Sea la ecuacio´n de estado p = p(ρ), donde en el modelo
p-a´dico la presio´n, p, y la densidad de energ´ıa, ρ, son fun-
ciones de la temperatura, T , y e´sta es funcio´n del factor
de escala, a.
Conocemos las ecuaciones de Friedmann [12]:
H2 ≡
(
a˙
a
)2
=
8piGρ+ Λ
3
− k c
2
a2
(7)
3
..
a
a
= Λ− 4piG
(
ρ+
3p
c2
)
(8)
Por simplicidad trabajemos en unidades de Planck
(G = 1, c = 1), y sin constante cosmolo´gica (Λ = 0),
por lo que las Ecs. (7) y (8) se pueden reescribir como:
3H2 = 8piρ− 3ka−2 (9)
3
..
a
a
= −4pi(ρ+ 3p) (10)
De la Ec. (9) se obtiene la expresio´n de la densidad
de energ´ıa como funcio´n de la constante de Hubble y del
factor de escala:
ρ =
3
8pi
H2 +
3
8pi
ka−2 = ρc +
3
8pi
ka−2 (11)
De las Ecs. (9) y (10) se puede calcular la ecuacio´n
de conservacio´n, que involucra la presio´n, la densidad de
energ´ıa y su primera derivada respecto al tiempo:
ρ˙+ 3H(ρ+ p) = 0 (12)
Particularizando para un universo plano (k = 0, de
modo que ρ = ρc) se verifica que la densidad de energ´ıa
se comporta como la constante de Hubble al cuadrado,
Figura 2: El diagrama de dos loops constituye la contribucio´n
del orden dominante.
siendo la densidad de energ´ıa una funcio´n de la tempe-
ratura que a su vez es una funcio´n del factor de escala,
mientras que la constante de Hubble es simplemente una
funcio´n del factor de escala.
Debido al comportamiento de ρ como H2, se puede
buscar una ecuacio´n que relacione el factor de escala con
la presio´n y la densidad de energ´ıa del fluido p-a´dico. Sea
′ ≡ ddT . Entonces la Ec. (12) se puede reescribir como
ρ′T˙ + 3
a˙
a
(ρ+ p) = 0 . (13)
Por medio de operaciones sencillas a partir de la Ec.
(13) se obtiene
1
a′
=
T˙
a˙
= −3
a
ρ+ p
ρ′
, (14)
y de la Ec. (14) se tiene
ρ′
ρ+ p
dT = −3d(ln a) . (15)
Integrando la Ec. (15) finalmente se llega a
∫
ρ′
ρ+ p
dT = −3
∫
d(ln a) . (16)
Estas integrales sera´n calculadas ma´s adelante, cuando
sean conocidas las expresiones de p y ρ.
III. PROPIEDADES TERMODINA´MICAS
Partiendo de la funcio´n de particio´n, Ec. (3), se puede
obtener una ecuacio´n para la presio´n, Ec. (19).
p =
∂ (T lnZ2)
∂V
(17)
donde se define la siguiente constante en te´rminos de
la escala de tensio´n de la cuerda:
ρ0 = −3λ
(
M2
4pi
)4
(18)
Entonces la ecuacio´n de la presio´n queda como
p(T ) = ρ0
2
√
piT
M
ς
(
2piT
M
)[
2
√
piT
M
ς
(
2piT
M
)
− 2α
]
,
(19)
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Figura 3: p(T )vs.T para α = 0 (l´ınea azul rayada) y α =
1 (l´ınea roja so´lida). A temperaturas altas ambas tienden a
4piρ0T
2
M2
.
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Figura 4: p(T )vs.T para α = 0 (l´ınea azul rayada) y α = 1
(l´ınea roja so´lida). A temperaturas bajas, la presio´n para α =
0 tiende a ρ0 y para α = 1 tiende a −ρ0.
la cual se puede representar para cada valor de α, sien-
do α = 0 en ausencia de un contrate´rmino y α = 1 con
contrate´rmino, Fig. (3) y (4). Dicho contrate´rmino se in-
troduce para evitar la presencia de ghosts en la teor´ıa,
y garantiza que la densidad de energ´ıa del fluido p-a´dico
sea positiva en todo el rango de temperaturas.
A partir de la Ec. (19) se calcula la expresio´n que da
cuenta de la densidad de energ´ıa:
ρ(T ) = T 2
∂ (p/T )
∂T
(20)
ρ(T ) = ρ0
4piT 2
M4
[
M2ς2
(
2piT
M
)
+ 8e−
4pi2T2
M2 pi3/2T ·
·
(
αM − 2√piTς
(
2piT
M
))
∂
(
ς
(
2piT
M
))
∂
(
e−(
2piT
M )
2)
 (21)
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Figura 5: ρ(T )vs.T para α = 0 (l´ınea azul rayada) y α = 1
(l´ınea roja so´lida). A temperaturas altas ambas se comportan
como 4piρ0T
2
M2
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Figura 6: ρ(T )vs.T para α = 0 (l´ınea azul rayada) y α =
1 (l´ınea roja so´lida). A temperaturas bajas la densidad de
energ´ıa para α = 0 tiende a −ρ0 y para α = 1 tiende a ρ0.
Se puede representar la densidad de energ´ıa para cada
α, Figs. (5) y (6).
Tambie´n se puede conocer la densidad de entrop´ıa aso-
ciada al fluido p-a´dico:
s(T ) =
∂p
∂T
(22)
s(T ) = ρ0
4e−
4pi2T2
M2
√
pi
M4
[
−αM + 2√piTς
(
2piT
M
)]
·
·
e 4pi2T2M2 M2ς (2piT
M
)
− 8pi2T 2 ∂
(
ς
(
2piT
M
))
∂
(
e−(
2piT
M )
2)

(23)
La densidad de entrop´ıa dada por la Ec. (23) se puede
representar para cada α, Figs. (7) y (8).
Por otro lado, dividiendo (19) entre (21), se obtiene
la expresio´n que da cuenta del para´metro de la ecuacio´n
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Figura 7: s(T )vs.T para α = 0 (l´ınea azul rayada) y α = 1
(l´ınea roja so´lida). A temperaturas altas ambas se comportan
como 8piρ0T
M2
.
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Figura 8: s(T )vs.T para α = 0 (l´ınea azul rayada) y α = 1
(l´ınea roja so´lida). A temperaturas bajas ambas se hacen 0.
de estado del fluido, Ec. (24). La dependencia de este
para´metro con la temperatura se muestra en las Figs. (9)
y (10).
ω(T ) =
e
4pi2T2
M2 M2ς
(
2piT
M
) [−αM +√piTς ( 2piTM )]
e
4pi2T2
M2 M2
√
piTς2
(
2piT
M
)
+ ...
...+ 8pi2T 2
[
αM − 2√piTς
(
2piT
M
)]
∂
(
ς
(
2piT
M
))
∂
(
e−(
2piT
M )
2)
(24)
IV. COMPORTAMIENTO ASINTO´TICO DEL
FACTOR DE ESCALA
De las Ecs. (19), (20) y (22) el comportamiento de la
presio´n, de la densidad de energ´ıa y de la densidad de
entrop´ıa as´ı como el para´metro de la ecuacio´n de estado
se pueden obtener anal´ıticamente en los l´ımites de altas
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Figura 9: w(T )vs.T para α = 0 (l´ınea azul rayada) y α = 1
(l´ınea roja so´lida). A temperaturas altas el para´metro de la
ecuacio´n de estado se hace igual a 1, de modo que el fluido
p-a´dico se comporta como materia r´ıgida.
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Figura 10: w(T ) vs. T para α = 0 (l´ınea azul rayada) y α = 1
(l´ınea roja so´lida). A temperaturas bajas el para´metro de la
ecuacio´n de estado se iguala a−1, por lo tanto el fluido p-a´dico
adopta el comportamiento de una constante cosmolo´gica.
y bajas temperaturas, como una funcio´n de α a cualquier
orden dado, sin ma´s que sustituir el ς
(
2piT
M
)
apropiado en
cada una de sus ecuaciones (ver Cuadro I).
T << M T >> M
1er orden M
2
√
piT
1
2o orden M
2
√
piT
(
1 + 2e
− M2
4T2
)
1 + 2e
− 4pi2T2
M2
Cuadro I: ς
(
2piT
M
)
en el l´ımite asinto´tico a primer y segundo
orden.
Adema´s, ya se pueden resolver las integrales de la Ec.
(16). Integrando entre dos temperaturas, T0 y T , con 0 ≤
T0 < T :
7T << M T >> M
α = 0
p(T ) ρ0 4piρ0T2
M2ρ(T ) −ρ0
s(T ) 0 8piρ0T
M2
α = 1
p(T ) −ρ0 4piρ0T2
M2ρ(T ) ρ0
s(T ) 0 8piρ0T
M2
α = 0 o´ 1
ρ′(T ) 0 8piρ0T
M2
ω(T ) −1 1
Cuadro II: Presio´n, densidad de energ´ıa, densidad de entrop´ıa
y para´metro de la ecuacio´n de estado en los l´ımites asinto´ticos
a primer orden.
∫ T
T0
ρ′
ρ+ p
dT = ln
( (
αM − 2√pi T ς ( 2piTM ))(
αM − 2√pi T0 ς
(
2piT0
M
))M2 ς ( 2piTM )− 8e− 4pi2T2M2 pi2T 2 ∂ς( 2piTM )
∂
(
e
−( 2piTM )
2
)

M2 ς ( 2piT0M )− 8e− 4pi2T20M2 pi2T 20 ∂ς( 2piT0M )
∂
(
e
−( 2piT0M )
2
)


(25)
−3
∫ T
T0
d(ln a) = −3 ln
(
a(T )
a(T0)
)
(26)
de modo que el factor de escala depende de la temperatu-
ra como se indica en la Ec. (27), que es va´lida con α = 0
en el rango de temperaturas 0 ≤ T0 < T y con α = 1
para todas las temperaturas.
a(T ) = a0
( (
αM − 2√pi T ς ( 2piTM ))(
αM − 2√pi T0 ς
(
2piT0
M
))
M2 ς ( 2piTM )− 8e− 4pi2T2M2 pi2T 2 ∂ς( 2piTM )
∂
(
e
−( 2piTM )
2
)

M2 ς ( 2piT0M )− 8e− 4pi2T20M2 pi2T 20 ∂ς( 2piT0M )
∂
(
e
−( 2piT0M )
2
)


− 13
(27)
El comportamiento del factor de escala frente a la tem-
peratura en los l´ımites asinto´ticos se obtiene anal´ıtica-
mente sustituyendo las expresiones asinto´ticas de la pre-
sio´n, la densidad de energ´ıa, la densidad de entrop´ıa y su
derivada serpecto a la temperatura en la Ec. (16). Duran-
te las fases ma´s temperanas de la evolucio´n del universo
(altas temperaturas), para α = 0 y α = 1, el factor de
escala se comporta como
a = a0
(
T
T0
)− 13
. (28)
A tiempos ma´s largos (bajas temperaturas) aparece
una indeterminacio´n del tipo 00 en el primer orden, as´ı que
es necesario recurrir al segundo orden para determinar
anal´ıticamente la relacio´n entre la temperatura y el factor
de escala, Ecs. (29) y (30).
p(T << M) = ρ0
(
1 + 2e−
M2
4T2
)(
1− 2α+ 2e− M
2
4T2
)
(29)
ρ(T << M) = −ρ0
1− 2α+ 2(α− 1)e− M24T2
T 2
+
+
4e−
M2
2T2 (T 2 −M2)
T 2
 (30)
Sustituyendo estas nuevas ecuaciones para la presio´n
y la densidad de energ´ıa en la Ec. (16), se obtiene la
dependencia del factor de escala con la temperatura a
temperaturas bajas:
a =
T e
M2
6T2(
2 + (1− α)e M
2
4T2
) 1
3
(31)
Como en la Ec. (31), T y el factor 2 son despreciables en
comparacio´n a eM
2/6T 2 para T << M , una buena apro-
ximacio´n del factor de escala a(T ) a bajas temperaturas
es eM
2/12T 2 para α = 0 y eM
2/6T 2 para α = 1 (Fig. 11).
Estos l´ımites asinto´ticos son anal´ıticamente invertibles,
resultando T = M(12 ln a)−1/2 y T = M(6 ln a)−1/2
respectivamente.
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Figura 11: a(T ) vs. T para α = 0 (curva so´lida de la izquier-
da, azul en la versio´n online) y α = 1 (curva so´lida roja de la
derecha), y sus aproximaciones asinto´ticas a altas temperatu-
ras (recta verde so´lida) y a najas temperaturas, para α = 0
(linea azul clara a puntos y rayas) y α = 1 (l´ınea naranja a
rayas).
La expresio´n exacta de a(T ) es demasiado complica-
da como para invertirla anal´ıticamente, pero se puede
8representar nume´ricamente T (a), Fig. (12) con las apro-
ximaciones a sus comportemientos asinto´ticos a segundo
orden para altas y bajas temperaturas.
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Figura 12: T (a) vs. a para α = 0 (curva so´lida inferior, azul
en la versio´n online) y α = 1 (curva so´lida roja superior).
Ve´anse tambie´n las aproximaciones de T (a) a altas (recta
verde so´lida) y bajas temperaturas para α = 0 (l´ınea azul
clara a puntos y rayas) y α = 1 (l´ınea naranja rayada).
A altas temperaturas, a(T ) (Ec. 28) puede invertirse
fa´cilmente (l´ınea verde a puntos y rayas en la Fig. 12):
T = T0
(
a
a0
)−3
(32)
Ve´ase la Fig. (12) para comprobar el comportamiento
de T (a) a bajas temperaturas (l´ınea azul rayada para
α = 0 naranja so´lida para α = 1).
V. FLUCTUACIONES TE´RMICAS Y
ESPECTRO DE POTENCIAS
En el l´ımite de bajas temperaturas, hemos comprobado
que el fluido p-a´dico se comporta como una constante
cosmolo´gica, por lo que es un candidato potencial para
producir el periodo de inflacio´n en el universo temprano o
el de aceleracio´n en el universo tard´ıo. En el caso de ser el
origen de la inflacio´n, el fluido p-a´dico podr´ıa producir las
semillas de las estructuras que observamos en el universo
mediante fluctuaciones te´rmicas.
Para calcular dichas fluctuaciones te´rmicas en un con-
texto cosmolo´gico se define un espectro de potencias
PΦ(k), que debe ser evaluado en el momento en el que los
modos de vibracio´n cruzan el horizonte de Hubble. Por
lo tanto, el momento del modo de intere´s viene dado por
k = aH = a˙ . (33)
De la Ec. (9) particularizada para un universo plano
se tiene:
a˙ =
√
8piρ
3
a (34)
y de las Ecs. (33) y (34) es trivial obtener la ecuacio´n
de k:
k =
√
8piρ
3
a (35)
En esta seccio´n me limito al estudio de k(T ) en distin-
tos universos dominados por un fluido p-a´dico, una cons-
tante cosmolo´gica, materia o radiacio´n. Pro´ximamente se
desarrollara´ el estudio del espectro de potencias en fun-
cio´n de k y se determinara´n sus posibles huellas en el
fondo co´smico de microondas.
A. Universo dominado por un fluido p-a´dico
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Figura 13: k(T ) vs. T en un universo dominado por un fluido
p-a´dico, para α = 0 (l´ınea azul rayada) y α = 1 (l´ınea roja
so´lida). El comportamiento extran˜o de la l´ınea azul rayada
entre T = 0,2 y T = 0,5 es debido a que ρ(α = 0) toma
valores negativos a temperaturas bajas, por lo que hubo de
tomarse el valor aboluto de ρ para calcular su ra´ız cuadrada.
La Fig. (13) puede invertirse nume´ricamente para co-
nocer el comportamiento de T (k) frente a k:
Podemos deducir el comportamiento de k frente a la
temperatura a partir de la Ec.(35), como puede verse en
la Fig. (14). A temperaturas altas, k se comporta co-
mo k = 4piM
√
2
3ρ0 T
2/3. A temperaturas bajas, k se com-
porta como k =
√
8piρ0
3 e
M2/12T 2T para α = 0 y como
2
√
21/3piρ0
3 e
M2/6T 2T para α = 1.
B. Universo dominado por una constante
cosmolo´gica
En un universo dominado por una constante cosmolo´gi-
ca el comportamiento de k cambia dra´sticamente. En
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Figura 14: T (k) vs. k en un universo dominado por un flui-
do p-a´dico, para α = 0 (curva so´lida inferior, azul online)
y α = 1 (curva so´lida superior, roja). Ve´anse tambie´n las
aproximaciones de T (k) a altas (recta verde so´lida) y bajas
temperaturas para α = 0 (l´ınea azul a puntos y rayas) y para
α = 1 (l´ınea naranja rayada).
este caso la densidad de energ´ıa permanece constante,
ρ = cte, de modo que a partir de la Ec. (35) se halla
que k(a) ∝ a para altas y bajas temperaturas, ve´ase la
Fig. (15). Puesto que el comportamiento de a(T ) en un
universo dominado por una constante cosmolo´gica es co-
nocido, se puede representar k(T ):
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Figura 15: k(T ) vs. T en un universo dominado por una cons-
tante cosmolo´gica, para α = 0 (l´ınea azul rayada) y α = 1
(l´ınea roja so´lida).
Como se muestra en la Fig. (15), a altas temperaturas
el momento k se comporta como e1/T
2
, mientras que a
bajas temperaturas k ∼ T−1/3. Conforme la temperatura
disminuye, k se hace mayor, de manera mucho ma´s ra´pida
segu´n el universo se enfr´ıa.
C. Universo dominado por materia
En este caso la densidad de energ´ıa se comporta como
a−3, con lo que partiendo de la Ec. (35) se encuentra que
k(a) ∝ a−1/2 para altas y bajas temperaturas, Fig. (16).
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Figura 16: k(T ) vs. T en un universo dominado por materia
para α = 0 (l´ınea azul rayada) y α = 1 (l´ınea roja so´lida).
En la Fig. (16) se puede ver que a altas temperaturas
el momento k se comporta como e−1/T
2
. A temperaturas
bajas, k decrece como T 1/6. En un universo dominado
por materia, k toma valores mucho ma´s pequen˜os que en
uno dominado por un fluido p-a´dico o por una constante
cosmolo´gica.
D. Universo dominado por radiacio´n
En este caso la densidad de energ´ıa se comporta como
a−4, por lo que de la Ec. (35) se llega a que k(a) ∝ a−1
para altas y bajas temperaturas, Fig. (17).
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Figura 17: k(T ) vs. T en un universo dominado por radiacio´n,
con α = 0 (l´ınea azul rayada) y α = 1 (l´ınea roja so´lida).
En la Fig. (17) se muestra que a altas temperaturas el
momento k se comporta como e−1/T
2
, como en un uni-
verso dominado por materia. Conforme va disminuyendo
la temperatura, k decrece como T 1/3, mucho ma´s ra´pido
que en un universo dominado por materia. En un uni-
verso dominado por radiacio´n, como en uno dominado
por materia, k toma valores mucho ma´s pequen˜os que en
uno dominado por un fluido p-a´dico o por una constante
cosmolo´gica.
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VI. DETERMINACIO´N DE PARA´METROS
COSMOLO´GICOS
En el caso en el que el fluido p-a´dico fuese el origen
de la presente expansio´n acelerada que sufre el univer-
so, deben realizarse otro tipo de ana´lisis como el que se
presenta en esta u´ltima seccio´n. Se procede a introdu-
cir en el modelo p-a´dico datos conocidos de distancias a
supernovas de tipo Ia para ajustar los valores de la den-
sidad de materia (ΩM ) y la escala de energ´ıas (M) que
menor error lleven asociado. Dichos datos provienen de
dos cata´logos, ‘gold’ [13] con 157 supernovas y ‘union’
[14] con 307, que contienen informacio´n sobre el redshift
(z) de cada supernova, el mo´dulo de distancia observado
(µobs) y el error en la medida (σµ).
La distancia por luminosidad a una supernova con reds-
hift z para un modelo cosmolo´gico con secciones espacia-
les planas, densidad de materia ΩM y en el que la den-
sidad de energ´ıa del fluido p-a´dico es ρ, viene dada por
[15]:
dL =
(1 + z)
H0
∫ z
0
dz√
ΩM (1 + z)3 + (1− ΩM )ρ/ρ0
(36)
El correspondiente mo´dulo de distancia se define como
sigue:
µth = Mmin + 5 log(dLH0) , (37)
donde Mmin es el valor que minimiza el error asociado
al ajuste y que viene dado por
Mmin =
∑N
i=1
µobs−5 log(dLH0)
σ2µ∑N
i=1
1
σ2µ
. (38)
Para comparar las predicciones del modelo con los da-
tos observacionales se define un estimador, χ2:
χ2 =
N∑
i=1
(µobs − 5 log(dHH0)−Mmin)2
σ2µ
. (39)
El mejor ajuste a cada conjunto de supernovas
vendra´ dado por los valores de ΩM y M/T0 que minimi-
cen la funcio´n χ2, cuyo ca´lculo se detalla en el ape´ndice.
En esta seccio´n, para presentar los resultados daremos los
valores de M a la escala T0, donde T0 es el valor actual de
la temperatura del fluido p-a´dico (que es independiente
de la temperatura de la radiacio´n del CMB).
Para los dos ajustes, en la ecuacio´n de la distancia por
luminosidad, Ec. (36), se ha introducido la expresio´n de
la densidad de energ´ıa a primer orden con contrate´rmino
(α = 1):
ρ = ρ0
(
1 + 4e−M
2/2a−3
(−1 +M2 + 6 log a)) . (40)
En la Ec. (40) podemos comprobar como la densidad
de energ´ıa se comporta como una constante cosmolo´gica,
y que la correccio´n a primer orden introduce un te´rmino
proporcional a a−3, es decir, un te´rmino que hace com-
portarse al fluido p-a´dico como materia.
A partir del ajuste al conjunto ‘gold’ (Fig. 18), la den-
sidad de materia resulto´ ser del 30,9 % del contenido total
de energ´ıa del universo para valores elevados de la escala
de tensio´n de la cuerda, M , con respecto a la temperatura
del fluido p-a´dico cuando el factor de escala del universo
es a = 1. Segu´n el ajuste al conjunto ‘union’ (Fig. 19), la
densidad de materia es del 28,7 % del total con M gran-
des. Esto significa que durante las etapas tard´ıas de la
evolucio´n del universo, cuando el cociente de la escala de
tensio´n de la cuerda entre la temperatura del fluido tien-
de a ∞ (T  M), se recupera el resultado del modelo
ΛCDM y el fluido se comporta como energ´ıa oscura, lo
que es consistente con el valor que toma el para´metro de
la ecuacio´n de estado, ω = −1.
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Figura 18: (α = 1) Pares de valores ΩM y M para los que el
ajuste esta´ separado del modelo menos de 1σ (azul oscuro)
y 2σ (azul claro) respectivamente para el conjunto de datos
‘gold’. Cuando M → ∞, ΩM = 0,309. El valor del estimador
χ2 = 177,072 es compatible con χ2 = 173,710 de ΛCDM .
En ambos casos, para valores de M menores que 5,
la densidad de materia es menor, llegando a ser pra´cti-
camente nula en cierto rango de valores de M . Este re-
sultado indica que el modelo p-a´dico es compatible con
la ausencia de materia oscura, debie´ndose toda contribu-
cio´n de materia u´nicamente a la bario´nica, ΩM = Ωb =
0,0458 ± 0,0016 [16]. El intervalo de valores de M que
cumplen esto es 3,08 < M < 3,31 a 1σ y 2,95 < M < 3,38
a 2σ para el conjunto Gold, y 3,18 < M < 3,38 a 1σ y
3,08 < M < 3,44 a 2σ para el conjunto Union. En es-
ta situacio´n, el fluido p-a´dico imita el comportamiento
de la materia oscura durante las etapas tempranas de la
evolucio´n del universo.
Por u´ltimo, utilicemos el ΩM obtenido de cada ajuste
y un M elevado (en este caso M = 10) para represen-
tar el mo´dulo de la distancia frente al redshift para cada
conjunto de supernovas. En las Figs. (20) y (21) se puede
comprobar el buen ajuste del modelo a los datos experi-
mentales.
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Figura 19: (α = 1) Pares de valores ΩM y M para los que el
ajuste esta´ separado del modelo menos de 1σ (azul oscuro)
y 2σ (azul claro) respectivamente para el conjunto de datos
‘union’. ΩM = 0,287. El valor del estimador χ
2 = 311,936 es
compatible con χ2 = 310,789 de ΛCDM .
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Figura 20: Mo´dulo de distancia frente a redshift para el con-
junto gold, con α = 1, ΩM = 0,309 y M = 10 (curva roja). Se
muestran tambie´n los datos observacionales de las 157 super-
novas con sus barras de error.
VII. CONCLUSIONES
A lo largo de esta memoria se ha analizado el modelo
de cuerdas p-a´dicas y su fenomenolog´ıa termodina´mica
y cosmolo´gica. En las dos primeras secciones se ha in-
troducido la accio´n de la teor´ıa as´ı como la funcio´n de
particio´n resultante, y se ha encontrado una relacio´n en-
tre las propiedades termodina´micas del fluido p-a´dico y
el factor de escala cosmolo´gico a partir de las ecuaciones
de Friedmann.
En la tercera seccio´n se ha supuesto un universo en
expansio´n en el que so´lo existe fluido p-a´dico, y se han
encontrado las expresiones anal´ıticas de su presio´n, su
densidad de energ´ıa y su densidad de entrop´ıa, adema´s
del para´metro de la ecuacio´n de estado en un universo
en expansio´n. A juzgar por el valor de este para´metro en
0.0 0.5 1.0 1.5
34
36
38
40
42
44
46
z
Μ
Hz
L
Figura 21: Mo´dulo de distancia frente a redshift para el con-
junto union, con α = 1, ΩM = 0,287 y M = 10 (curva roja).
Se muestran tambie´n los datos observacionales de las 307 su-
pernovas con sus barras de error.
funcio´n de la temperatura se ha podido determinar que
durante las primeras etapas de la evolucio´n del universo
el fluido p-a´dico se comporta como materia r´ıgida, y en
sus etapas finales como energ´ıa oscura.
En la cuarta seccio´n se ha calculado el factor de escala
cosmolo´gico, del que tambie´n se ha hallado una expresio´n
anal´ıtica, y se han derivado dos expresiones asinto´ticas
que dan cuenta de su crecimiento en etapas tempranas
(T >> M) y tard´ıas (T << M) de la evolucio´n del
universo. De estos resultados se desprende que el fluido
p-a´dico es un buen candidato a ser el responsable de la
expansio´n acelerada del universo en su evolucio´n reciente.
La quinta seccio´n consiste en un ana´lisis del momento
de los modos de vibracio´n que entran en el horizonte de
Hubble de un universo dominado por un fluido p-a´dico,
por una constante cosmolo´gica, por materia y por ra-
diacio´n. Se comprueba que el momento de los modos de
vibracio´n que entran en el horizonte de Hubble de un uni-
verso dominado por el fluido p-a´dico durante las etapas
tard´ıas de su evolucio´n tiene el mismo comportamiento
que aquellos que entran en un universo dominado por una
constante cosmolo´gica, mientras que los que entran du-
rante las etapas tempranas se comportan como lo har´ıan
en un universo dominado por materia o radiacio´n.
En la u´ltima seccio´n se analiza el comportamiento del
fluido p-a´dico como energ´ıa oscura formando parte de
un universo realista. Para ello se ha ajustado el modelo
a los datos observacionales recopilados en dos cata´logos
de supernovas. Dichos ajustes han restringido los valores
que pueden tomar la escala de tensio´n de la cuerda y la
cantidad total de materia contenida en el universo. Es-
tos para´metros son compatibles tanto con las prediccio-
nes del modelo cosmolo´gico esta´ndar ΛCDM para valores
elevados de la escala de tensio´n de la cuerda (M → ∞),
como con la reduccio´n de la cantidad de materia oscura
necesaria (M ma´s pequen˜os) e incluso con la ausencia
total de materia oscura (3,08 < M < 3,38 a 2σ en uni-
dades de la temperatura actual del fluido p-a´dico) en un
universo en el que el papel de este tipo de materia esta´ re-
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presentado por el fluido p-a´dico.
Ape´ndice A: Ape´ndice: Ca´lculo de para´metros
cosmolo´gicos con Mathematica8
Primero se define el producto de la distancia por
luminosidad por el inverso de la constante de Hubble,
dLH0 = Hd, en funcio´n del redshift z, la densidad de
materia y (para´metro a ajustar) y la escala de tensio´n
de la cuerda M (a ajustar).
Hd[z ,y ?NumberQ,M ?NumberQ]:=
(1+z)*NIntegrate[1/Sqrt{(1 - y)ro[z,M]
+ y (1 + x)^ 3},{x,0,z}]
donde se la densidad de energ´ıa del fluido p-a´dico
a primer orden en funcio´n del redshift y la escala de
tensio´n de la cuerda p-a´dica:
ro[z ,M ?NumberQ] = 1 + 4 (1 + z)^ 3
E^ (-M^ 2 / 2) (M^ 2 - 1 - 6 Log[1+z])
A continuacio´n se carga el paquete de datos de
supernovas, gold.txt o union.txt.
u = Import["gold.txt", "Table"]
Se definen tres funciones auxiliares, A, B y Mmin, para
facilitar el trabajo.
A = sum {i=1}^ {n} (u[[i,2]]-
5 Log[10,Hd[u[[i,1]],y,M]])/(u[[i,3]])^ 2;
B = sum {i=1}^ {n} (1/(u[[i,3]])^ 2);
Mmin = A/B;
Donde n es el nu´mero de supernovas que contiene
cada cata´logo. A continuacio´n se define el estimador χ2
en funcio´n de todo lo anterior.
x2 = sum {i=1}^ {n}(u[[i,2]]-5Log[10,
Hd[u[[i,1]],y,M]]- Mmin)^ 2/(u[[i,3]])^ 2;
Para encontrar los valores de ΩM (y) y M que mini-
mizan la funcio´n χ2 se recurre al comando FindMinimun.
Se toma un valor inicial para uno de los para´me-
tros, en este caso M = 5, y se busca el valor del
otro para´metro que hace mı´nimo χ2, en este caso y
en el rango comprendido entre 0 (no hay materia) y
1 (toda la energ´ıa del universo esta´ en forma de materia).
FindMinimum[{x2/. M→5.0,0.0≤y≤1.0},{y,0.0}]
El valor obtenido de este modo se introduce como
valor inicial de este para´metro, y se busca el otro.
FindMinimum[{x2/.y→ %,0.1≤M≤10.0},{M,0.1}]
Estas dos u´ltimas operaciones se repiten recursivamen-
te hasta alcanzar el par de para´metros (ΩM ,M) que mi-
nimiza el estimador χ2, y que por lo tanto es el par que
proporciona el mejor ajuste del modelo a los datos ex-
perimentales. Los contornos a 1σ y 2σ se han obtenido
sumando al mı´nimo de χ2 2.30 y 4.61 respectivamente
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